
 

 

［証明Ⅰ］ 

〈第 1段〉 

 y = f (x)において、閉区間 0,  1[ ]を n等分して、区分求積法により面積 Sを求めると、 
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上記図形を y軸の周りに回転してできた立体図形の面積V1は、パップス=ギュルダンの定理（※）

により、 
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〈第 2段〉 

y = f (x)において、閉区間 α,  β[ ] 0 ≤α ≤ β( )を n等分して第 1段と同様に考えると、この図形

を y軸の周りに回転してできた立体図形の面積V1は、 

   V1 = 2π xf (x)dx
α

β

∫  

〈第 3段〉 

 第 2段を拡張して、 y軸より左側にある場合 α ≤ β ≤ 0( )を考慮すると、 

   V = 2π x f (x)dx
α

β

∫  

 また、 y = f (x)が x軸より下側にある場合 y = f (x) ≤ 0  α ≤ x ≤ β( )( )を考慮すると、 

   V = 2π x f (x) dx
α

β

∫  

 

［証明Ⅱ］ 

〈第 1段〉 

 y = f (x)において、閉区間 0,  1[ ]を n等分して、区分求積法により面積 Sを求めると、 

   S = f (x)dx
0

1

∫  

上記図形を y軸の周りに回転してできた立体図形の面積V1は、パップス=ギュルダンの定理（※）

により、 

   V1 = 2π xf (x)dx
0

1

∫  



〈第 2段〉 

以下、証明Ⅰと同じ。 

 

 

※	
 パップス=ギュルダンの定理 

平面上の図形Fの面積を Sとするとき、図形 Fと交わらない同一平面上の直線 Iの周りに回転してでき
る立体の体積V は、図形 Fの重心Gから回転軸 Iまでの距離を rとするならば、 

  V = 2πrS  

 〔注意点〕 

  ここで、 2πrは円周の長さだから、上記の式は、 

  （回転体の体積）＝（回転体の断面積）×（重心の移動距離） 

  と言い換えることができる。 

  これはまた、トーラス（ドーナッツ状の立体）の体積を求めるときにも必要となる。 

 

［考え方］ 

バウムクーヘン積分では、公式だけ覚えても役に立たない場合もあるので、パップス=ギュルダンの定理

を使いこなせるようにしたい。 

ここでは、第 1段前半で、断面積 S1はわかっているから、 

証明Ⅰでは、パップス=ギュルダンの定理に r = k
n
、S = lim

n→∞
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∑ を代入すればよい。ただし、r = k
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は変数 kを含むから、Σの中に入れること。 

証明Ⅱでは、パップス=ギュルダンの定理に r = x、 S = f (x)dx
0

1

∫ を代入すればよい。ただし、 r = xは変

数 xを含むから、∫の中に入れること。 

 

［参考］ 

最初に東京大が出題して有名になった問題で、その後大阪大学･徳島大学･東北大学など旧帝大から一般の国

立大学まで広がっている。 

また、パップス=ギュルダンの定理の問題としては、福岡教育大学などでも出題されている。 

 

［出題例］ 

t は実数とし、 xy平面上において、2 直線 x = t,  x = t +1、および x軸によって囲まれる図形を y軸の周り

に回転して得られる立体の体積をV (t)とする。V (t)を求めよ。 

〔大阪大･工学部〕 


