
固有値と固有ベクトル  

f を 1次変換、その行列を Aとする。 

 f (u
!
) = tu
!
,  u
!
≠ 0
!

 

を満たす実数 tを Aの固有値、u
!
を固有値 tに対する固有ベクトルという。 

このとき、 
 Au

!
= tu
!

 

つまり、 A = a b
c d

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,  u
!
= x

y
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ とおくと、 

 

a b
c d

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = t

x
y

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

                !

  
a − t( )x + by = 0
cx + d − t( )y = 0

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

 

この x,  yに関する連立方程式が、 x = y = 0以外の解をもつための必要十分条件は、 

 det a − t b
c d − t

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= 0   ⇔    a − t b

c d − t
= 0  

 ∴    t2 − a + d( )t + ad − bc( ) = 0   …※ 

よって、 Aの固有値は、※の 2次方程式の解である。 
この※の 2次方程式を固有方程式という。 
このとき、 

(ⅰ) u
!
が固有値 tに対する固有ベクトルならば、 k k ≠ 0( )を実数として、u

!
の実数 

  倍である ku
!
も固有値 tに対する固有ベクトルである。 

(ⅱ)u1

!"
,  u2

!"!
が相異なる固有値 t1,  t2に対する固有ベクトルならば、u1

!"
とu2
!"!
は 1次独立 

  である。 
 

行列の対角化  

行列 A = a b
c d

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
の固有値をα,  β   α ≠ β( )とし、 

α,  βに対する固有ベクトルをu1

!"
=

x1

y1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ,  u2

!"!
=

x2

y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟とすると、 

Au1

!"
=αu1

!"
,  Au2

!"!
= βu2

!"!
であることより、 

a b
c d

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x1
y1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =α

x1
y1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ,かつ a b

c d
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x2
y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = β

x2
y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  

これは、 a b
c d

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x1 x2
y1 y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ =

x1 x2
y1 y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟と同値である。 



このとき、行列P =
x1 x2
y1 y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟とおくと、 

           AP = P α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  

ここで、α ≠ βより、detP ≠ 0  P ≠ 0( )だから、行列Pは逆行列P−1を持つ。 

∴    P−1AP =
α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟  

 
※これを利用して、 Anを求めることができる。 

                                                P−1AP =
α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟の両辺をn乗して、 

 

                                          P−1AP( )n = α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

P−1AP( ) P−1AP( ) P−1AP( )! P−1AP( ) = α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

P−1A PP−1( )A PP−1( )A P!P−1( )AP =
α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

∴                                           P−1AnP =
α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

∴                                                  An = P α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

P−1

 

 

An
の求め方 

 ①u
!
= x

y
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟とおいて、 Au

!
= tu
!
を整理する。 

②①の連立方程式の係数を行列Qとし、detQ = 0  Q = 0( )とおき、2次方程式を解
いて固有値 t =α,  βを求める。 

③ t =α,  β に場合分けし、①に代入して、固有ベクトルu1

!"
=

x1

y1

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ ,  u2

!"!
=

x2

y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ を

求める。 

 ④P =
x1 x2
y1 y2

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟とおいて、P−1AP =

α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟を作る。 

 ⑤④より、 An = P α 0
0 β

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

n

P−1を計算する。 

 


