
［問題Ⅰ］（やや難） 

△ ABCにおいて、BC = a,  CA = b,  AB = cのとき、外心をO1とする。 

 ⑴ a,  b,  c,  AB
! "!!

,  AC
! "!!
を使って AO1

! "!!!
を求めよ。 

 ⑵原点をOとするとき、 a,  b,  c,  OA
! "!!

,  OB
! "!!

,OC
! "!!
を使ってOO1

! "!!!
を求めよ。 

 

 

［解答］ 

⑴ 

△ ABCにおいて、BC = a,  CA = b,  AB = cのとき、 BC,  CA,  ABの中点をそれぞれ L,  M,  N とすると、 

AO1
! "!!!

= xAB
! "!!

+ yAC
! "!!
（ x,  yは実数）と表すことができるから、 

 

O1M
! "!!!

= AM
! "!!!

− AO1

! "!!!

        = 1
2
AC
! "!!

− xAB
! "!!

+ yAC
! "!!( )

        = −xAB
! "!!

+ 1
2
− y⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ AC
! "!!

 

ここで、O1は外心であることより、O1M ⊥ ABだから、 

 

                              O1M
! "!!!

⋅AC
! "!!

= 0

 −xAB
! "!!

+ 1
2
− y⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ AC
! "!!⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⋅AC
! "!!

= 0

 − xAB
! "!!

⋅AC
! "!!

+ 1
2
− y⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ AC
! "!! 2

= 0

 

ここで、余弦定理より AB
! "!!

⋅AC
! "!!

= b
2 + c2 − a2

2
…※だから、 

 −x ⋅ b
2 + c2 − a2

2
+ 1
2
− y⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ ⋅b

2 = 0  

             b2 + c2 − a2( )x + 2b2y = b2  …① 



同様に、 

 

O1N
! "!!!

= AN
! "!!

− AO1

! "!!!

        = 1
2
AB
! "!!

− xAB
! "!!

+ yAC
! "!!( )

        = 1
2
− x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ AB
! "!!

− yAC
! "!!

 

ここで、O1N ⊥ ABだから、 

 

                              O1N
! "!!!

⋅AB
! "!!

= 0

   1
2
− x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ AB
! "!!

− yAC
! "!!⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭
⋅AB
! "!!

= 0

    1
2
− x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ AB
! "!! 2

− yAB
! "!!

⋅AC
! "!!

= 0

 

※を代入して、 

 
1
2
− x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟ ⋅c

2 − y ⋅ b
2 + c2 − a2

2
= 0  

           2c2x + b2 + c2 − a2( )y = c2  …② 

①× b2 + c2 − a2( )  

                  b2 + c2 − a2( )2
x + 2b2 b2 + c2 − a2( )y = b2 b2 + c2 − a2( )  …①’ 

②× 2b2  

                                  4b2c2x + 2b2 b2 + c2 − a2( )y = 2b2c2   …②’ 

①’-②’ 

                                    b2 + c2 − a2( )2
− 4b2c2{ }x = b2 b2 + c2 − a2( )− 2b2c2

b2 + c2 − a2( )− 2b2c2{ } b2 + c2 − a2( )+ 2b2c2{ }x = b2 b2 − c2 − a2( )
                            b − c( )2 − a2{ } b + c( )2 − a2{ }x = b2 b2 − c2 − a2( )

 



∴                                                                         x =
b2 b2 − c2 − a2( )

b − c( )2 − a2{ } b + c( )2 − a2{ }
                                                                             =

b2 b2 − c2 − a2( )
b − c( )− a{ } b − c( )+ a{ } b + c( )− a{ } b + c( )+ a{ }

                                                                             = −
b2 b2 − c2 − a2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

                                                                             =
b2 a2 − b2 + c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

 

同様にして、 
①× 2c2  

              2c2 b2 + c2 − a2( )x + 4b2c2y = 2b2c2   …①’’ 

②× b2 + c2 − a2( )  

2c2 b2 + c2 − a2( )x + b2 + c2 − a2( )2 y = c2 b2 + c2 − a2( )  …②’’ 

②’’-①’’ 

2c2 b2 + c2 − a2( )x + b2 + c2 − a2( )2
y = c2 b2 + c2 − a2( )

                  b2 + c2 − a2( )− 4b2c2{ }y = c2 b2 + c2 − a2( )− 2b2c2

∴                                                       y = −
c2 −b2 + c2 − a2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

                                                           =
c2 a2 + b2 − c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

 

以上のことより、 

 AO1
! "!!!

=
b2 a2 − b2 + c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( ) AB
! "!!

+
c2 a2 + b2 − c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( ) AC
! "!!

 

 
⑵ 



 ⑴において、 AO1
! "!!!

= xAB
! "!!

+ yAC
! "!!
だから、 

 
OO1

! "!!!
−OA
! "!!

= x OB
! "!!

−OA
! "!!( )+ y OC! "!! −OA! "!!( )

∴      OO1

! "!!!
= 1− x − y( )OA

! "!!
+ xOB
! "!!

+ yOC
! "!!  

 ⑴より、 x =
b2 a2 − b2 + c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( ) ,  y =
c2 a2 + b2 − c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )だから、 

1− x − y =1−
b2 a2 − b2 + c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( ) −
c2 a2 + b2 − c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             =
a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )− b2 a2 − b2 + c2( )− c2 a2 + b2 − c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             =
− b + c( )2 − a2{ } b + c( )2 − a2{ }− b2 a2 − b2 + c2( )+ c2 a2 + b2 − c2( ){ }

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             = −
b + c( )2 − a2{ } b + c( )2 − a2{ }+ b2 a2 − b2 + c2( )+ c2 a2 + b2 − c2( ){ }

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             = −
a4 − b + c( )2 + b − c( )2{ }a2 + b + c( )2 b − c( )2 + b2 + c2( )a2 − b4 − 2b2c2 + c4( ){ }

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

 

 

             = −
a4 − 2 b2 + c2( )a2 + b2 − c2( )2

+ b2 + c2( )a2 − b2 − c2( )2

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             = −
a4 − b2 + c2( )a2

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             = −
a2 a2 − b2 + c2( ){ }

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

             =
a2 −a2 + b2 + c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )

 



∴OO1

! "!!!
=

a2 −a2 + b2 + c2( )
a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )OA

! "!!

                 +
b2 a2 − b2 + c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )OB
! "!!

                    +
a2 a2 + b2 − c2( )

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )OC
! "!!

 

 
 

［考え方］ 

 まず、解答の 2行目にある式を立てることができるかどうかがポイントとなる。 

 平面 ABC上の点Pは、 AP
! "!!

= sAB
! "!!

+ tAC
! "!!
（ s,  tは実数）でただ一通りに表される。 

 これがポイントですね。ただ一通りということは、 s,  t の値の組合せがただ一通りしかないということです。これをベクトルの一次独立と言います。 

この｢一次独立｣という言葉が高校の教科書から消えて、もう 20年以上も経ちます。空間ベクトルでは、次のようになります。 

 空間上の点Pは互いに同一平面上にない 3点 A,  B,  Cを用いて、OP
! "!!

= sOA
! "!!

+ tOB
! "!!

+ uOC
! "!!
（ s,  t,  uは実数）の形にただ一通りに表される。 

 ここまでが決まれば、 x,  yに関する連立方程式を解けば良いと分かります。 

 

 

［重要事項］ 

 重要なのは※印の箇所です。この式は非常に重要で、「内積は余弦定理のベクトル表示」と言われるゆえんです。ベクトルと図形を結びつける非常に重要な式で、

センター試験でも何度も出題されているので、ここで詳しく説明しておきます。余弦定理といっても第 2余弦定理の方です。 

 余弦定理より、 



  

                 a2 = b2 + c2 − 2bccos∠BAC
             BC2 = CA2 + AB2 − 2CA ⋅ABcos∠BAC

           BC
! "!! 2

= AC
! "!! 2

+ AB
! "!! 2

− 2 AB
! "!!

AC
! "!!

cos∠BAC

                    = AC
! "!! 2

+ AB
! "!! 2

− 2AB
! "!!

⋅AC
! "!!

∴     AB
! "!!

⋅AC
! "!!

=
AC
! "!! 2

+ AB
! "!! 2

− BC
! "!! 2

2

∴     AB
! "!!

⋅AC
! "!!

= b
2 + c2 − a2

2

 

 つまり、三角形の 3辺の長さがわかっていれば内積の値は求めることができるということです。 

 あとは、連立方程式を解く際に、文字係数で少々面倒かも知れませんが、根気で頑張りましょう。 
 
［Point］ 

 最後のOO1
! "!!!

の形がきれいに整っていることに着目できましたか。⑴ができれば、⑵の解答は想像がつくと思います。 

 いずれの分母も a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )となっていて、最初の（ ）の中はすぺて＋、次の（ ）から順に-が a→ b→ cと付いてる形です
ね。どこかで見たことはありませんか。 
三角形の面積のヘロンの公式に出てきますね。 
 △ ABCの各辺の長さをそれぞれ a,  b,  cとするとき、△ ABCの面積 Sは、 

  S = s s − a( ) s − b( ) s − c( )  ただし、 s = a + b + c
2

 

このヘロンの公式を a,  b,  cを用いて表すと、 

  S = 1
4

a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( ) a + b − c( )  

です。√の中が一緒でしょ。ということは、外心のベクトル表示は、三角形の面積を用いて表すことも可能だということになります。 
 このように、数学では、一般化（抽象化･文字式化）することにより、規則性が見えてきます。そして、この規則性を見て｢綺麗だなあ｣と感動できる人は、数学
のみならず、理系の素質あり、ということになります。抽象化することにより、それまで見えてこなかった規則性に気付くこともあります。それがこの世の中のす
べてを表しているといっても過言ではないでしょう。物が落ちるという自然現象を簡単な万有引力の法則の式で表せるのと同じ事なのです。この世の中のことはす
べては、そういうルールに基づいて動いているのです。そうすれば地球の未来も見えてくるのです。地球温暖化などが問題になっているこれからの時代こそ、理系
が政治を動かすべきだと思います。 



 


