
［問題Ⅳ］（難） 

△ ABCにおいて、 BC = a,  CA = b,  AB = cのとき、∠B,  ∠Cのそれぞれの外角の二等分線の交点を傍心
I2とする。 

⑴ a,  b,  c,  AB
! "!!

,  AC
! "!!
を使って AI2

! "!!
を求めよ。 

⑵原点をOとするとき、 a,  b,  c,  OA
! "!!

,  OB
! "!!

,  OC
! "!!
を使ってOI2

! "!!
を求めよ。 

 
 
［解答］ 
⑴ 
線分 AI2と辺 BCとの交点をDとし、辺 ABの頂点Bの方向への延長線上に BD = BEとなる点 Eをとる。 
このとき、 I2は傍心だから、 AI2は∠CABの二等分線なのでスチュアートの定理より、 
  BD :DC = AB : AC  
                = c :b    …① 
つまり、点Dは、辺 BCを c :bに内分するから、 

  
        AD

! "!!
= bAB
! "!!

+ cAC
! "!!

c + b

              = b
b + c

AB
! "!!

+ c
b + c

AC
! "!!  

このとき、点 A,  D,  I2は一直線上にあるから、 AI2
! "!!

= kAD
! "!!
（ kは実数）…②とおくことができる。 

ところで、 I2は傍心だから、 BI2は∠CBDの二等分線であり、かつ BE = BDだから、BI2 ⊥ DE  

  ∴                                BI2

! "!!
⋅DE
! "!!

= 0  

             AI2

! "!!
− AB
! "!!( ) ⋅ AE! "!! − AD! "!!( ) = 0  …③ 

ここで、①より BE = BD = ca
b + c

だから、 

  

AB : AE = c : c + ca
b + c

            =1:1+ a
b + c

            = b + c : a + b + c

∴     AE = a + b + c
b + c

AB

 

ここで、 s = a + b + c
b + c

とおくと、 AE
! "!!

= sAB
! "!!

 

これと②を③に代入すると、 

          kAD
! "!!

− AB
! "!!( ) ⋅ sAB! "!! − AD! "!!( ) = 0  

  sk +1( )AB
! "!!

⋅AD
! "!!

− k AD
! "!! 2

− s AB
! "!! 2

= 0  …④ 

ここで、 

  
AB
! "!!

⋅AD
! "!!

= AB
! "!!

⋅ b
b + c

AB
! "!!

+ c
b + c

AC
! "!!⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

             = b
b + c

AB
! "!! 2

+ c
b + c

AB
! "!!

⋅AC
! "!!  

ここで、余弦定理より AB
! "!!

⋅AC
! "!!

= b
2 + c2 − a2

2
だから、 



  

AB
! "!!

⋅AD
! "!!

= b
b + c

⋅c2 + c
b + c

⋅ b
2 + c2 − a2

2

             =
c 2bc + b2 + c2 − a2( ){ }

2 b + c( )

             =
c b + c( )2 − a2{ }

2 b + c( )

             = c a + b + c( ) −a + b + c( )
2 b + c( )

 

ここで、 t = a + b + c( ) −a + b + c( )とおくと、 

  AB
! "!!

⋅AD
! "!!

= ct
2 b + c( )  

また、 

  

AD 2 = b
b + c

AB + c
b + c

AC
2

        = b2

b + c( )2 AB
2 + 2 ⋅ bc

b + c( )2 AB ⋅AC + c2

b + c( )2 AC
2

        = b2

b + c( )2 ⋅c
2 + 2 ⋅ bc

b + c( )2 ⋅
b2 + c2 − a2

2
+ c2

b + c( )2 ⋅b
2

        =
bc 2bc + b2 + c2 − a2( ){ }

b + c( )2

        =
bc b + c( )2 − a2{ }

b + c( )2

        = bc a + b + c( ) −a + b + c( )
b + c( )2

        = bct
b + c( )2

 

これらを④に代入すると、 

 

      ks +1( ) ⋅ ct
2 b + c( ) − k

bct
b + c( )2 − sc

2 = 0

tc b + c( ) ks +1( )− 2bctk − 2sc2 b + c( )2 = 0

                             stc b + c( )− 2bct{ }k = 2sc2 b + c( )2 − tc b + c( )
                                tc s b + c( )− 2b{ }k = c b + c( ) 2sc b + c( )− t{ }
                                 t s b + c( )− 2b{ }k = b + c( ) 2sc b + c( )− t{ }
      a + b + c( ) −a + b + c( ) a − b + c( )k = b + c( ) a + b + c( ) a − b + c( )

∴                                                         k = b + c
−a + b + c

 

②に代入 



  

AI2

! "!!
= b + c
−a + b + c

AD
! "!!

      = b + c
−a + b + c

b
b + c

AB
! "!!

+ c
b + c

AC
! "!!⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

      = b
−a + b + c

AB
! "!!

+ c
−a + b + c

AC
! "!!

 

 
⑵ 
⑴より、 

  

         AI2

! "!!
= b
−a + b + c

AB
! "!!

+ c
−a + b + c

AC
! "!!

OI2

! "!!
−OA
! "!!

= b
−a + b + c

OB
! "!!

−OA
! "!!( )+ c

−a + b + c
OC
! "!!

−OA
! "!!( )

∴      OI2

! "!!!
= 1− b

−a + b + c
− c
−a + b + c

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟OA
! "!!

+ b
−a + b + c

OB
! "!!

+ c
−a + b + c

OC
! "!!

               = −a + b + c( )− b − c
−a + b + c

OA
! "!!

+ b
−a + b + c

OB
! "!!

+ c
−a + b + c

OC
! "!!

               = − a
−a + b + c

OA
! "!!

+ b
−a + b + c

OB
! "!!

+ c
−a + b + c

OC
! "!!

 

 
 
［考え方］ 
傍心 : ひとつの内角の二等分線と他の二つの外角の二等分線との交点 
内角の二等分線→スチュアートの定理 
とここまでは誰でもできる。「外角の二等分線」にどう対処するか、がキーとなる。 
ここで、思い出さなければならないのが、「角の二等分線のベクトル」の証明である。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

OX
! "!!

,  OY
! "!!
のなす角の二等分線 a

!
を表すベクトルの求め方 

 OX
! "!!

,  OY
! "!!
の単位ベクトルをそれぞれOP

! "!!
,  OQ
! "!!
とすると、OP =OQより、 

  

a
!
= k OP
" !""

+OQ
" !""( )

  = k OX
! "!!

OX
+ OY
! "!!

OY
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

このとき、OP =OQより四角形OPAQはひし形である。つまり、△OPQは二等辺三角形である。 
このP,  Qが解答のD,  Eに相当する。そこで、「二等辺三角形の性質〈2〉頂角の二等分線は底辺を垂直に二
等分する」を用いると、解答のBI2 ⊥ DEが導かれる。 
この傍心の求め方は、この一点に尽きる。外心･垂心の考え方とベクトルの基本性質だけではなく、二等辺三
角形を自ら作ることによって求められる問題である。 
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傍心は全部で 3個ある。 
辺 BCを挟んで Aの反対側に存在する傍心が、この問題の解答である。 

   OI2

! "!!!
= − a

−a + b + c
OA
! "!!

+ b
−a + b + c

OB
! "!!

+ c
−a + b + c

OC
! "!!

 

他の二つの傍心は、次の通りである。 
辺CAを挟んで Bの反対側に存在する傍心が、 

   OI2

! "!!!
= a
a − b + c

OA
! "!!

− b
a − b + c

OB
! "!!

+ c
a − b + c

OC
! "!!

 

辺 ABを挟んでCの反対側に存在する傍心が、 

   OI2

! "!!!
= a
a + b − c

OA
! "!!

+ b
a + b − c

OB
! "!!

− c
a + b − c

OC
! "!!

 

であることを確認されたい。 
文字と文字の符号の関係に着目すれば、すぐに答は見出されるが、解答と同じようにして自分で証明してい
ただきたい。 
 
 


